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2时谐场量的复量表示

复矢量

等不是时间t的函数，它们是矢量，有三个分量，每个分量是复数。

根据复矢量的定义，对时谐矢量求时间偏导运算与对应的复矢量乘以jω等效，

( ) ( ) j, , , Re , , e tx y z t x y z ω =  E E

( ) ( ) j, , , Re , , e tx y z t x y z ω =  B B

( ) ( ) j, , , Re  , , e tx y z t x y z ω =  J J

( ) ( ) j, , , Re , , e tx y z t x y z ω =  D D

( ) ( ) j, , , Re , , e tx y z t x y z ω =  H H

( ) ( ) j, , , Re , , e t
V Vx y z t x y z ωρ ρ =  

( ) ( ) ( )0 0 0, , , , , , ( , , )x y zx y z E x y z E x y z E x y z= + +E x y z

( ) ( ) j, , , Re j , , e tx y z t x y z
t

ωω∂  =  ∂
B B

( ), , , j ( , , )x y z t x y z
t

ω∂
↔

∂
B B



3复矢量形式的麦克斯韦方程
引入E、B的复矢量后
麦克斯韦方程

可表示为
因为算符∇只对空间求导数，所以∇运算与取实部运算Re可调换次序，即

由此得到
同理

( ) ( ), , , , , ,x y z t x y z t
t
∂

∇× = −
∂

E B

( )j jRe ( , , )e Re j , , , et tx y z x y z tω ωω   ∇× = −   E B

( )j jRe ( , , )e Re j , , et tx y z x y zω ωω   ∇× = −   E B

( )( , , ) j , ,x y z x y zω∇× = −E B

( ) ( )( , , ) j , , , ,x y z x y z x y zω∇× = +H D J
( )( , , ) , ,Vx y z x y zρ∇⋅ =D

( , , ) 0x y z∇⋅ =B

时谐场的复矢量形式，或者频域微分形式的麦克斯韦方程组



4复矢量形式的麦克斯韦方程

引入复矢量表示后，两时谐矢量叉积的时间平均值计算可简化为取实部运算，
所以时谐矢量E(r,t)与H(r,t)叉积的时间平均值计算就归结为

 

 0

1 1( , ) ( , ) ( , ) ( , )d Re ( ) ( )
2

T
t t t t t

T
∗ × = × = × ∫E r H r E r H r E r H r



5麦克斯韦方程组

时域微分形式 时域积分形式 频域微分形式

法拉第定理

安培定理

高斯定理

磁通连续性原理

t
∂

∇× = −
∂
BE d d

C S t
∂

⋅ = − ⋅
∂∫ ∫
BE l S



jω∇× = −E B

t
∂

∇× = +
∂
DH J d d

C S t
∂ ⋅ = + ⋅ ∂ ∫ ∫
DH l J S jω∇× = +H J D

Vρ∇⋅ =Dd dVS V
Vρ⋅ =∫ ∫D SVρ∇⋅ =D

0∇⋅ =B d 0
S

⋅ =∫ B S 0∇⋅ =B

这里要再次强调一下，微分形式的麦克斯韦方程与积分形式的麦克斯韦方程
中有关场量都是时间坐标与空间坐标的函数，而复矢量形式的麦克斯韦方程
中有关场量等只是空间坐标的函数，复矢量形式的场量乘上ejωt取实部才是
微分形式、积分形式麦克斯韦方程中的场量。



6电流连续性原理
麦克斯韦方程组包含电流连续性原理。
用算符∇点乘 两边，并利用矢量运算恒等关系
得到

而根据式∇·D =ρV，所以上式成为

这是关于电流和电荷的连续方程。其物理意义就是流出体积元的电流等于体
积元内电荷随时间的减少率。

引入J(x, y, z, t)对应的复矢量J(x, y, z) 以及与 ρV(x, y, z, t)对应的复数 ρV(x, y, z)

这就是时谐场（频域）的电荷守恒定律。

t
∂

∇× = +
∂
DH J ( ) 0∇⋅ ∇× =A

( ) 0
t
∂

∇ ⋅ + ∇ ⋅ =
∂

J D

V

t
ρ∂

∇ ⋅ = −
∂

J

( ) ( ), , j , ,Vx y z x y zωρ∇⋅ = −J

( ) ( )
   

d d d dV
VV S V V

QV V V
t t t
ρ ρ∂ ∂ ∂ ∇ ⋅ = ⋅ ⇔ − = − = − ∂ ∂ ∂ ∫ ∫ ∫ ∫J J S


利用散度定理



7麦克斯韦方程组中有几个是独立方程？
式 包含在式 中。

因为对式 ，两边取散度可得到

如果把电荷与电流的连续方程 作为基本方程，

也不是独立的方程，因为

将上两式比较便得到

所以如果将电流连续方程看作基本方程，麦克斯韦方程组中只有两个旋度方
程是独立的。

0∇⋅ =B
t

∂
∇× = −

∂
BE

t
∂

∇× = −
∂
BE

( ) 0
t t

∂ ∂ ∇ ⋅ ∇× = ∇⋅ − = − ∇⋅ = ∂ ∂ 
BE B

V

t
ρ∂

∇ ⋅ = −
∂

J

Vρ∇⋅ =D

( ) ( ) 0
t t

∂ ∂ ∇ ⋅ ∇× = ∇⋅ + = ∇ ⋅ + ∇ ⋅ = ∂ ∂ 
DH J J D

Vρ∇⋅ =D

∇⋅B与时间无关

jω∇× = +H J D



8麦克斯韦方程+物质本构关系=一组自洽方程
麦克斯韦方程组、电荷守恒与电流连续方程组中独立的方程是

其中独立的标量变量共16个，而独立的标量方程只7个，尚需9个独立的标量
方程才能求解。这另外的9个标量方程就由物质的本构关系提供

物质的本构关系作为辅助方程与麦克斯韦方程组一起构成一组自洽的方程。
对于具体的结构，还需要E，H，D，B满足一定的边界条件，才能求出麦克
斯韦方程组的具体解。

V

t

t

t
ρ

∂∇× = − ∂
∂∇× = + ∂

∂
∇ ⋅ = − ∂

BE

DH J

J

ε
µ
σ

=
 =
 =

D E
B H
J E

Vρ∇⋅ =D

0∇⋅ =B



9物质本构关系

ε=D E
µ=B H
σ=J E






物质的本构关系

介质在电场作用下发生极化，介电常数ε
介质在磁场作用下发生磁化，磁导率μ
导体的欧姆定律，电导率σ

0

0

r

r

ε ε ε
µ µ µ
=

=
相对介电常数εr

相对磁导率μr

ε0，μ0：真空中的介电常数和磁导率

ds

dl
E

J +

_
V

,

/

V d I d
I GV

d G d
J E EGdl ds

= ⋅ = ⋅
=
⋅ = ⋅
= =

E l J s

J s E l
σ

ds、dl同向



10物质按ε、µ、σ进行分类
1. 线性与非线性：
ε、µ、σ与E、B的强度无关，就是线性介质，否则就是非线性介质。
2. 均匀与非均匀：
ε、µ、σ与空间坐标无关，就是均匀介质，否则就是不均匀介质。
3. 各向同性与各向异性：
ε、µ、σ与电磁波在空间传播的方向性无关，称为各向同性介质，否则就是各
向异性介质。
线性、均匀、各向同性介质称为简单介质。
4. 色散与非色散：
ε、µ、σ与频率无关称为非色散介质，否则就是色散介质。
色散介质一定有损耗，有损耗的介质一定色散。
σ ≠ 0的介质有损耗，可用复介电系数表示。
当ε、µ为复数时，其虚部表示介质损耗。
完纯介质：σ = 0的介质
完纯导体：σ = ∞的介质
用麦克斯韦方程求解电磁问题时，只有当所研究空间ε、µ、σ的具体表达式知
道后，才能对麦克斯韦方程求解。



11物质按ε、µ、σ进行分类

,

,

x xxx xy xz

y yx yy yz y

zx zy zzz z

x xxx xy xz

y yx yy yz y

zx zy zzz z

D E
D E
D E

B H
B H
B H

ε ε ε
ε ε ε
ε ε ε

µ µ µ
µ µ µ
µ µ µ

    
    = ⋅ =    
        
    
    = ⋅ =    
        

D ε E

B μ H

各向异性



12物质按ε、µ、σ进行分类

如果介质在电场作用下既发生极化又发生磁化，同样在磁场作用下既发
生磁化又发生极化，这种介质成为磁电介质。
双各向同性

= ⋅ + ⋅

= ⋅ + ⋅

D ε E ξ H

B ζ E μ H

ε ξ
ζ µ

= +
= +

D E H
B E H

双各向异性

手征介质
t

t

ε χ

µ χ

∂
= −

∂
∂

= +
∂

HD E

EB H



13介质的损耗
复数形式的ε和μ

j
j

ε ε ε
µ µ µ

′ ′′= −
′ ′′= −

当ε、µ为复数时，其虚部表示介质损耗。
 从麦克斯韦方程组的角度理解（以ε为例）
对于无耗媒质（σ=0）

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( , , ) , , , , , , , ,

( ) , , ( ) , ,

x y z j x y z x y

zj j

z j x y z x y z

j x y z j x y

∇× = + =

= ′ ′′−

+

= −

H E J E E

E E

ωε ωε σ

ω σε ε ε
ω

ω

( )( , , ) , ,x y z j x y zωε∇× =H E
对于有耗媒质（σ≠0）

σε
ω

′′ =1. 与σ有关，因此ε''表示介质的损耗；

2. 除了σ，其它因素也会引起介质损耗ε''



14介质的损耗
 从传输线角度理解

' 'k L Cω ω εµ= =

假设 j
j

ε ε
µ µ

′′= −
 ′′= −
k jω εµ ω ε µ′′ ′′= = −则有

zjkzU e e ω ε µ′′ ′′−−∝ = 沿z方向衰减

无耗线



15介质的损耗

jε ε ε′ ′′= −

介质损耗角δe

arctane
εδ
ε
′′ =  ′ 

ε'

-ε''
δe

对于一般介质，总有 1ε
ε
′′
<

′
所以 ( ) ejj e δε ε ε−′ ′′ ′= − ≈D E E

损耗角表示电介质中电位移矢量D与电场强度矢量E之间的相位差;
时域中，D(t)滞后于E(t)



16介质的损耗

相对介电常数实部和虚部满足克莱墨-克朗宁关系

2 20

2 20

( ( )

(

)

))

2

2

1

( 1

r

r

r

r

d

d

ε ω

ε

ε ω

εω

ω ω
π ω ω
ω ω
π ω ω

ω

∞

∞

′′

′

′
′=

′ −

′= −
′ −

′ −

′
′ −

∫

∫

( ) 1 0 ( ) 0r rεε ωω = ⇔ ′′′ =−
因此

进一步地，色散介质一定有损耗，有损耗的介质一定色散。

( )0 r rj jε ε ε ε ε ε′ ′′ ′ ′′= − = −



17洛伦兹力
带电荷量q、速度为v的质点在电磁场中受到的力为洛伦兹力

力F的单位是牛顿（N），电荷量q的单位是库仑（C）。
是电场力，它是带电体相互作用规律的实验总结。库仑力

是磁场力，也是实验规律的总结。Idl=qv，磁场对通电导线
的作用力。 毕奥-萨伐尔定律

 Fm正比于v与B的叉积。静止电荷v = 0，所以磁场对静止电荷不起作用。
 对运动电荷也仅当其速度v有与B垂直的分量时，v×B≠0，磁场才对运动

电荷起作用。
 磁场对运动电荷的作用力总是与运动电荷的速度v垂直，所以磁场力总是

使带电粒子运动轨迹弯转。

洛伦兹力方程描述了电磁场对构成物质的基本单元——电子和原子核的作用，
而物质对电磁场的作用则由麦克斯韦方程组和物质的本构关系反映出来。
洛伦兹力方程将电磁学与力学联系起来。

( )q= + ×F E v B

e q=F E
m q= ×F v B

m Id= ×F l B



18等离子体
什么是等离子体？
等离子体是电离了的气体，含有大量带正电的离子和带负电的电子，与束缚
在原子中的带负电的电子和带正电的原子核不同，等离子体中的电子和离子
可以自由运动。

离开地面80~120km高空的电离层就是一个等离子体，电离层是由太阳辐射来
的紫外光电离高空大气而形成的。

等离子体分析模型：
如果时谐电场作用于等离子体，等离子体中的电子和离子将受电场力作用而
运动。因为电子质量比离子质量小得多，离子的运动可忽略，电子将在平衡
位置附近作简谐振动。
电子离开平衡位置振荡，电子和离子的中心不重合，形成电偶极子。
所以时谐电场扰动下的等离子体可看成无限多振荡电偶极子的集合。



19等离子体单位体积中的电偶极矩
时谐场作用于等离子体，电子受到的力，按洛伦兹力方程为

假设x为电子离开正离子的位移，在电子作简谐振荡假定下，有

根据偶极子定义，偶极矩密度P为

由式（1）与式(2)求得x，再将此x代入式（3) 得到

(1)e=F E

2
2

2

d (2)
d

m m
t

ω= = −
xF x

(3)Ne= −P x

2

2

Ne
mω
−

=P E

N:电子浓度



20等离子体的等效介电常数
任何介质中D由自由空间部分与介质极化产生的电偶极矩P两部分构成。
等离子体也是一种介质，所以等离子体中D也由自由空间部分与电偶极矩P两
部分构成，即

式中

称为等离子体频率。所以等离子体可用一有效介电常数为

的介质等效。

22
P

0 0 02 21Ne
m

ωε ε ε
ω ω

 
= + = − = − 

 
D E P E E E

2

P
0

Ne
m

ω
ε

=

2
P

e 0 21 ωε ε
ω

 
= − 

 

当ω<ωp, εe<0。



21电离层中等离子体对电磁波传播的影响
电离层中电子浓度随电离层离开地面
的高度以及昼夜时间而变化。

白天的典型值为1012电子/m3，相应的
ωP=5.64×107rad/s，或fP=9MHz。

因此，如果电磁场的频率f>>fP，电离
层与自由空间无多大差别，εe≈ ε0 。

但是对于较低频率的电磁场，ε可以
为负，对电磁波全反射，可作为电磁
波的反射体。

2
P

e 0 21 ωε ε
ω

 
= − 

 



22第8讲复习
复习要点

– 积分形式的麦氏方程反映场在某局部
空间的平均性质，微分形式的麦氏方
程反映场在每一点的性质。

– 麦克斯韦方程包含电流连续与电荷守恒方程。
如果将电流连续方程看作基本方程，麦克斯韦方程组中只有两个旋
度方程是独立的。

– 麦克斯韦方程加上物质的本构关系才构成一组自洽的方程组。
– 物质可按ε、µ、σ进行分类。当ε、µ为复数时，其虚部表示介质损

耗。
– 麦克斯韦方程组反映电荷、电流产生场，洛伦兹力方程反映场对电

荷、电流的作用。等离子体是一种特殊的介质，其介电常数与频率
有关，当ω<ωp时，介电常数可以为负。

复习范围
3.1，3.2，3.3, 3.4

0
V

t

t
ρ

∂∇× = − ∂
∂∇× = + ∂

∇ ⋅ =
∇ ⋅ =

BE

DH J

D
B

j
j

0
V

ω
ω

ρ

∇× = −
∇× = +
∇ ⋅ =
∇ ⋅ =

E B
H J D

D
B

V

t
ρ∂

∇ ⋅ = −
∂

J

ε
µ
σ

=
 =
 =

D E
B H
J E
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